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04 luglio 2017, es.1) Programmazione lineare
Discutere il seguente problema di Programmazione lineare: trovare il massimo di 
p(x1, x2, x3) = 8 x1 + x2 + 8 x3 con i vincoli xk ≥ 0 (1 ≤ k ≤ 3) 
2 x1 + x2 + 3 x3 ≤ 50
x1 + x2 + 3 x3 = 30
x1 + 2 x2 + 7 x3 = 50
Può essere utile osservare che, indicate con Ak (1 ≤ k ≤ 4) le prime 4 colonne, e con B la quinta 
colonna della matrice
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risulta  A3 = -A1 + 4 A2 + A4 ; B = 10 A1 + 20 A2 + 10 A4 .
Soluzione.
Siccome il primo vincolo è in forma di disuguaglianza, introduciamo la "variabile di scarto" x4 ≥ 0 e 
scriviamo il sistema dei vincoli nella forma
2 x1 + x2 + 3 x3 + x4 = 50
x1 + x2 + 3 x3 = 30
x1 + 2 x2 + 7 x3 = 50
Seguendo le indicazioni del testo scegliamo come prima base dello spazio A* generato dalle 
colonne di A, matrice dei coefficienti del sistema scritto sopra, l’insieme B1 = {A1, A2, A4}; con 
questa scelta si ottiene la prima tabella del simplesso come segue:
A1 A2 A3 A4 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 8 1 0 -1 0 10
xv2 = x2 cv2 = c2 = 1 0 1 4 0 20
xv3 = x4 cv3 = c4 = 0 0 0 1 1 10
0 0 -12 0 100(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) (z)
Siccome z3 - c3 = -12 < 0 e la colonna 3 della tabella contiene termini positivi  bisogna operare la “trasformazione pivotale” facendo entrare nella base il vettore A3 al posto di uno di quelli presenti in 
B1 .
Il criterio di uscita impone di calcolare β2α2,3 = 12 ; β3α3,3 = 1; il minimo di questi due valori è β2α2,3 = 12 , 
quindi il vettore che esce da B1 è Av2 = A2 .  Con semplici calcoli si ottiene la nuova tabella del 
simplesso relativa alla base B2 = {A1, A3, A4} :
A1 A2 A3 A4 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 8 1 14 0 0 15
xv2 = x3 cv2 = c3 = 8 0 14 1 0 5
xv3 = x4 cv3 = c4 = 0 0 - 14 0 1 5
0 3 0 0(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) 160
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Siccome adesso tutti gli zj - cj sono ≥ 0 , l’algoritmo è terminato; la funzione obiettivo ha massimo 
nella regione ammissibile, il massimo vale z = 160 ed è assunto per (x1, x2, x3, x4) = (15, 0, 5, 5).
04 luglio 2017, es.2) Distribuzioni
Sia, per x ∈ ℝ e n ∈ℕ ,  fn(x) = e-(x-n)2 , Tn = Tfn la distribuzione associata a fn.
a) Giustificare il fatto che le funzioni fn sono idonee per definire distribuzioni.
b) Dimostrare che la successione (Tn) converge a zero in  ' (ℝ)
Soluzione.
a) Le funzioni fn sono continue, quindi localmente sommabili, e come tali idonee a definire delle 
distribuzioni.
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b) La successione (fn) converge puntulmente a 0 in ℝ; questo tuttavia non è sufficiente per provare 
la tesi: la convergenza puntuale non implica la convergenza in ' (ℝ).  Mostriamo allora diretta-
mente che per ogni φ ∈(ℝ) , 〈Tn, φ〉⟶0 per n⟶+∞ .
Se φ ∈ (ℝ), allora il supporto di φ è contenuto in un intervallo [-M, M] , per un M > 0 opportuno.  
Osserviamo che fn è crescente nell'intervallo ] -∞, n] .  Si ha allora, se n > M ,〈Tn, φ〉 = ∫-MM fn(x)φ(x)ⅆx ≤ fn(M) ∫-MM φ(x) ⅆx = e-(M-n)2 ∫-MM φ(x) ⅆx
e quest'ultima espressione tende a 0 quando n⟶+∞ .
04 luglio 2017, es.3) Funzioni uniformemente continue
Ricordiamo che una funzione f : I⟶ℝ , con I intervallo di ℝ, si dice uniformemente continua in I 
se
∀ ε > 0∃ δ > 0 , ∀ x1, x2 ∈ I, ( x1 - x2 ≤ δ⟹ f (x1) - f (x2) < ε)
a) Scrivere esplicitamente una formula che significa il contrario, cioè che f non è uniformemente 
continua in I, e mostrare che f (x) = 2x non è uniformemente continua in ℝ.
b) mostrare che g(x) = cos 1x  non è uniformemente continua in ] 0, +∞[.
Soluzione.
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a) f non è uniformemente continua in I significa che∃ ε > 0 , ∀ δ > 0 , ∃ x1, x2 ∈ I, ( x1 - x2 ≤ δ⋀ f (x1) - f (x2) ≥ ε) .
Se f (x) = 2x e δ > 0 allora per ogni x ∈ ℝ è
f (x + δ) - f (x) = 2x+δ - 2x = 2x 2δ - 1
I due punti x e x + δ hanno distanza δ; la differenza f (x + δ) - f (x) = 2x 2δ - 1 , fissato δ, si può 
rendere grande quanto si vuole prendendo x sufficientemente grande; è quindi soddisfatto l'enunci-
ato scritto sopra; in questo caso anzi esso è soddisfatto con qualunque ε > 0, quindi per la funzione 
ora in esame il quantificatore ∃ ε può essere sostituito con ∀ε.  Come vedremo non è così nel caso 
(b).
b) Siano, per ogni n ∈ℕ , xn = 12 nπ , yn = 1(2 n+1)π .  La loro differenza è: 
�� = �� � π � �� = �(� � + �) π � ��������[�� - ��]
�
� � (� + � �) π
quindi xn - yn è piccolo a piacere, assegnando valori opportunamente grandi a n.  D’altra parte,
g(xn) - g(yn) = cos(2 nπ) - cos((2 n + 1)π) = 2
Dunque, “esiste un ε > 0 " (nel caso attuale ε = 2) tale che per ogni δ > 0 si possono trovare due 
punti del dominio di g la cui distanza è inferiore a δ (sono xn e yn con n sufficientemente grande), e 
tali che la distanza tra i valori assunti da g in tali punti sia ≥ ε; risulta infatti g(xn) - g(yn) = 2.
Perciò g(x) = cos 1x  non è uniformemente continua in ] 0, +∞[.
������� �� � {�� ���� �}� ���������� → ����� ��������� → {{-��� �}� {-���� ���}}





04 luglio 2017, es.4) Verifica di un limite.
Verificare, applicando la definizione di limite, che limx→3 xx+1 ln x = 34 ln 3 .
Soluzione.
Si tratta di provare che (indicato con D il dominio naturale di f ):∀ ε > 0∃ δ > 0, ∀ x x ∈D⋀x - 3 < δ⇒  xx+1 ln x - 34 ln 3 < ε
Stabiliamo di prendere x tra 2 e 4.  Allora: xx+1 ln x - 34 ln 3 =  xx+1 ln x - 34 ln x + 34 ln x - 34 ln 3 ≤  xx+1 - 34 ln x + 34 ln x - ln 3 ==  x-34 (x+1) ln x + 34 ln x - ln 3 ≤ 112 x - 3 ln 4 + 34 ln x - ln 3.
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Adesso, fissato ε > 0 , facciamo in modo che ciascuno dei due addendi dell’ultimo membro sia < ε2 .
1
12 x - 3 ln 4 < ε2  se x - 3 < 6 εln 4  cioè 3 - 6 εln 4 < x < 3 + 6 εln 4 ;
3
4 ln x - ln 3 < ε2  se ln  x3  < 23 ε cioè - 23 ε < ln  x3  < 23 ε cioè ⅇ- 23 ε < x3 < ⅇ 23 ε e infine
3 ⅇ- 23 ε < x < 3 ⅇ 23 ε
dove si osserva che il primo e il terzo membro sono rispettivamente minore e maggiore di 3.
In conclusione, se x appartiene all’intervallo
I = [2, 4] ⋂] 3 - 6 εln 4 , 3 + 6 εln 4 [⋂] 3 ⅇ- 23 ε, 3 ⅇ 23 ε[
allora  xx+1 ln x - 34 ln 3 < ε ; ciò conclude la verifica del limite, perché I è un intorno di 3.
04 luglio 2017, es.5) Tasso usuraio.
Un tizio, trovandosi nella necessità di contanti, si rivolge incautamente a un usuraio per ottenere 
5000€ in prestito.  Trascorso un mese egli restituisce all’usuraio 1000€, dopo un altro mese 
1500€; nel momento in cui riceve il secondo pagamento, l’usuraio informa il cliente che per 
estinguere subito tutto il debito egli dovrebbe pagare altri 4500€.
a) Calcolare il debito residuo nel momento in cui avviene il primo pagamento e nel momento in 
cui avviene il secondo pagamento, in funzione del tasso mensile incognito i.  Può essere conve-
niente indicare con r il coefficiente di capitalizzazione, r = 1 + i , e naturalmente le quantità richi-
este si possono lasciare espresse in funzione di r anziché di i.
b) Calcolare i servendosi dell’informazione del debito residuo uguale a 4500€ al momento del 
secondo pagamento; calcolare il tasso annuo equivalente.
Soluzione.
a) Dopo un mese dall’accensione del debito, il montante prodotto dal capitale di 5000€ è 5000 r; il 
debito residuo dopo il primo pagamento ammonta quindi a
5000 r - 1000
Infatti 5000 r è l’importo che dopo un mese il debitore dovrebbe pagare per estinguere interamente 
il debito; il suo impegno si riduce invece soltanto di 1000€, perché questo importo egli paga in quel 
momento.
Dopo il secondo mese trascorso dall’accensione del debito, il montante prodotto dal debito residuo 
rimasto dal primo mese è (5000 r - 1000) ·r e quindi, dopo il pagamento della seconda rata di 1000€ 
il debito residuo ammonta a(5000 r - 1000) ·r - 1500 = 500 10 r2 - 2 r - 3
b) È sufficiente risolvere l’equazione 500 10 r2 - 2 r - 3 = 4500, cioè 10 r2 - 2 r - 12 = 0 , che dà
������� �� - � � - �� ⩵ �� �{� → -�}� � → �� 
È accettabile la sola soluzione positiva, r = 65 = 1.2 , corrispondente al tasso i = 0.2 , cioè 20% men-
sile.
Il tasso annuo equivalente al tasso mensile i è j tale che 1 + j = (1 + i)12 = 1.212
�����
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quindi j = 7.9161 , vale a dire 791.61%.
04 luglio 2017, es.6) Decisioni finanziarie.
Carlo ha 100.000€ da investire per un anno, e vuole decidere tra le seguenti due opzioni:• lasciare il denaro depositato in banca; l'interesse irrisorio corrisposto dalla banca viene assor-
bito da spese e tasse sul conto corrente, cosicché tra un anno Carlo avrà ancora esattamente 
100.000€;• investire l'intera somma in un prodotto finanziario che tra un anno avrà un valore variabile 
secondo che si verifichino o meno determinati eventi; precisamente, l'importo a scadenza sarà di 
80.000€ con probabilità 0.2; 100.000€ con probabilità 0.5; 120.000€ con probabilità 0.3
a) Stabilire qual è la migliore decisione di Carlo, se il criterio è il massimo valore atteso del 
guadagno conseguito cioè la differenza tra il denaro realizzato tra un anno e l’importo iniziale. 
b) Adottando la funzione utilità u(x) = x - x22 a  e x espressione degli importi monetari in migliaia di €, 
stabilire per quali valori di a è preferibile la scelta dell'investimento finanziario con risultato 
incerto.  Si applichi l’utilità nuovamente ai guadagni netti.
Soluzione.
a) La seguente tabella riassume le diverse alternative, e riporta i guadagni attesi, espressi in migli-
aia di €.
�� (������ �� �����) �� (������������) ����������������� ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ __ ___ ___ ___
�� � -�� ����� � � ����� � �� ���___ ___ ___ ___ _ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ __
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Il guadagno atteso è maggiore relativamente a d2 , che dunque è la decisione da preferire se si 
adota questo criterio.
b) La tabella con le utilità dei diversi guadagni, e i consuntivi delle utilità attese è la seguente:
�� (������ �� �����) �� (������������) ����������������� ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ __ ___ ___ ___
�� � -�� - ���� ����� � � ���
�� � �� - ���� ���___ ___ ___ ___ _ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ ___ __
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La decisione “rischiosa” d2 risulta preferibile a d1 se 2 - 100a > 0 , cioè se a > 50 .
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